CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 12 martie 2011

Filiera tehnologica: profilul servicii, resurse naturale si protectia mediului

IX. Osztaly

1. Egy sugariton 100 ldmpaoszlop van és ezek 1, 2, ..., 100 —ig vannak megszdmozva. Eredetileg,
a latvany kedvéért, az 1, 4, 7, ... (és igy tovabb) lampdk sarga fényiiek, a tobbi pedig fehér fényii. A
téli tinnepek alkalmaval, a 100-ik lampdaval kezd6dden és kettesével csokkend sorrendben minden
lampéra egy kék sziir6t szereltek. Igy a kevert szinek tulajdonsdga alapjan egy része a lampdknak
fehér- illetve egy része sarga szinll marad, egy masik része kék szini lesz (fehér + kék = kék), mig
egy masik része zold szint lesz (sarga + kék = zold). Hatdrozzuk meg, hogy a 100 1lampabdl,
minden szinbdl hiany darab ldmpa lesz.

2. Egy elBaddsteremben az iildhelyek soronként vannak elrendezve. Minden sorban, a mdsodiktdl
kezdve, két iil6hellyel tobb van, mint az eldtte levd sorban. Ha tudjuk, hogy az elsé sorban 38 hely,
a teremben pedig Osszesen 2010 hely van, hatdrozzuk meg hiny sorban vannak elrendezve az
iléhelyek.

3. Minden ae R esetén tekintsiik az E(a)- val jelolt x> —2x+(2011—a) =0 egyenletet.
a) Hatdrozzuk meg az ae R értékeit, amelyre az E(a) egyenletnek valds gyokei vannak.
b) Hatdrozzuk meg az E(a) egyenlet gydkeinek Osszegét €s szorzatat.

¢) Hatdrozzuk meg az ae R értékeit, amelyre az E(a) egyenletnek mindkét gyoke természetes
szam.
d) Hatdrozzuk meg az ae R értékeit, amelyre az E(a) egyenletnek mindkét gydke raciondlis szdm.

4. Egy badoglap alakja egy olyan A-ban derékszogii ABC haromszodg, amelyben m(<ACB)=36".
A lapon meghizzuk az [AM] és [BN| szakaszokat gy, hogy M e (BC) és CM = AC illetve
Ne(AC) és AN = BM . Igazoljuk, hogy:

a)ha AM (BN ={P} , akkor P a [BN] szakasz felezépontja;

b) haaz [AM ] és [BN| mentén elvdgjuk a lapot, akkor harom egyenl8szard hdromszdget kapunk.

Megjegyzés: Munkaidé 3 ora; Minden tétel kitelezd; Minden tétel pontozdsa 0-t6l 7 pontig terjed
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X. Osztaly

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
a) log, (x+3)-log,_,3=2, xe R;

b) 4°-9"=10"-15", xe R.

2. Legyen C a komplex szdmok halmaza, akkor:

a) Igazoljuk, hogy barmely ze Cesetén, ha 2=z akkor 2 egy valds szdm (E, a z komplex szdm
konjugaltja);

b) Igazoljuk, hogy barmely két z,, z, € C* komplex szdm esetén, z, +z, :z_1+z_2 s 272, =272, €8

Zl — Zl .
Z2 Zz

¢) Igazoljuk, hogy barmely ze C esetén, z+2 és z-z val6s szamok.
d)Ha z =M mutassatok ki, hogy z-z=16s E(f +1)e R.
2011+2010:

3. Egy egérke populdci6 25%-a fehér a tobbi fekete. A fehérek 50%-a, mig a feketék csak 20%-a
kék szemil. Ha 99 kék szemli egérke van, hatirozzuk meg hiny egérke van 6sszesen.

4. Egy biokémiai kisérlet azt tanulmdnyozza, 10 masodperces idokozokben, hogy egy adott kozeg
hogyan viselkedik egy jellegzetes hdmérséklet ingadozds esetén. Kisérlet kozben egy termosztit
szabdlyozza a tanulményozott kozeg homérsékletét a pillanat tényezd fiiggvényében ugy, hogy

minden t e [0;10] pillanatban a vizsgalt kbzeg hémérséklete T (1) = [\/tz — 61+ 81} fok, ahol[m] az

m szdm egészrészét jelsli.(Példdul [J% ] =8 mivel /76 € [8;9)).

a) Hatarozzuk meg a kozeg homérsékletét a kisérlet kezdeti-, valamint végso pillanataban;

b) Hatiarozzuk meg azt, hogy a kisérlet alatt el6fordul-e legaldbb még egyszer a kezdés
id6épontjaban mért homérséklet, és ha igen szamitsunk ki egy ilyen idépontot;

c) Igazoljuk, hogy a termosztiat nem engedi meg a kozeg hdmérsékletének csokkenését 8 fok ala;

d) Hatirozzuk meg, hogy mennyivel egyenld egy kisérlet alatt, a kozeg altal elért maximalis
homérsékletet;

e) Igazoljuk, hogy a maximalis homérsékletet, egy kisérlet alatt csak egyszer éri el.

Megjegyzés: Munkaidé 3 ora; Minden tétel kitelezd; Minden tétel pontozdsa 0-t6l 7 pontig terjed
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XI. Osztaly

0 0O
1. Adottaz A=|1 0 0| mdtrixésa C(A)={Xe M,(C)/ A-X =X -A} halmaz.
2 10
a) Szamitsuk ki az A és A’ matrixot;
a 0 0
b) Mutassuk ki, hogy a C(A) halmaz elemei X =| b a 0 | alaki matrixok;
c b a

c) Mutassuk ki, hogy az X° = O, egyenletnek végtelen sok megolddsa vana M, (C) halmazon;
d) Mutassuk ki, hogy az X* = A egyenletnek nincs megolddsa a M, (C) halmazon;

R ' 2 —_—
2. Hatdrozzuk meg az a és b valds szdmokat dgy, hogy hmxz+x—+ab :i
=l x"4+2x-3 16

0 alZ alS
3. Adottak az A=|a,, 0 a, |, Ae M,(R) alakd métrixok.

a31 a32 0
a) Szamitsuk ki det A ;
b) Mutassuk ki, hogy 1étezik ilyen alaki A matrix amelyre, det A=0 és amelyben a nem a f6atlén

taldlhat6 elemek 2011 vagy —2011-el egyenléek;

c) Mutassuk ki, hogy létezik ilyen alakii A matrix amelyre, det A=0 és amelyben a nem a f6atlén
taldlhat6 elemek, paronként kiilonb6zd, nemnulla egész szamok

d) A kovetkezO jatékban a mellékelt dbrdn ldthatd, métrix alakd tablat haszndlunk. Két jitékos
sorban Kkitolti a hat iiresen hagyott négyszdget Ggy, hogy minden iires négyszogbe

egy nemnulla egész szdmot ir. o [ [I
A kezd0 jatékos nyer, ha a kitoltott métrix determindnsa nem nulla, a masik jatékos [] o []
pedig akkor, ha a determindns nulla. 110 o

Allitsunk fel egy stratégiat, melynek alapjan a masodik jatékos nyer, fiiggetleniil a
kezdd jatékostol.

4. Egy szerkezet valamely alkatrészének alakja egy olyan négyszog, amelynek csicsai a
derékszogl koordindta rendszerben az A(2;2), B(9;1), C(14;6) és D(1;5) pontok, a mértékegység
1cm.

a) Hatdrozzuk meg a BD atl6 M felezOpontjanak koordinatdit;

b) Igazoljuk, hogy az M pont a négyszog atldinak metszéspontja (A, M, C — kollinedris pontok);

c¢) Hatdrozzuk meg a négyszog teriiletét;

d) Ha a négy cstcs koziil harom, egy a lemez belsejében képezhetd paralelogramma csucsa, akkor
hatdrozzuk meg a paralelogramma teriiletét.

Megjegyzés: Munkaidé 3 ora; Minden tétel kitelezd; Minden tétel pontozdsa 0-t6l 7 pontig terjed
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XII. Osztaly

1. A val6s szdmok halmazén értelmezziik az xoy=2011-(xy—x—y)+2012, Vx,ye R miiveletet.

a) Igazoljuk, hogy xoy=2011-(x—1)-(y-1)+1,Vx,ye R;

b) Igazoljuk, hogy a miiveletet asszociativ és xoyoz=2011"(x—1)-(y-1)-(z=1)+1,Vx,y,ze R;
c) Igazoljuk, hogy a G =R\{1} halmaz stabil részhalmaza R -nek a ,,o” miiveletre nézve és (G;o)

egy kommutativ csoport;
d) Oldjuk meg az xoxoxox=2011"+1, xe R egyenletet.
2. Igazoljuk, hogy:

a) l—x+x>—x S%Sl—x+x2,bérmely x€ [0; 1] esetén;
+Xx

1
b) jﬂ =1In2 és alkalmazva esetleg az a) alpontot igazoljuk, hogy: 7 <In2<—;
1+ x 12 6
0

1
) @sj dxs iy
528 (1+x 66
3. Adottak az f, g és h fiiggvények a kovetkezoképpen: f:R > R, f(x):x—_xl; g: R, >R,
x

2

In” x f(x), ha xe (—os1)

g(x), ha xe[l; +)

g(x)=

és h:-R—>R, h(x):{
X

a) Indokoljuk meg az f, g, h fliggvények primitivilhatésdgat és szdmitsuk Kki: I f(x) dx,

Ig(x) dx, Jh(x) dx;

b) Indokoljuk meg a i fiiggvény integralhatosagat a[O; e] intervallumon €s szamitsuk ki: jh(x)dx.
0

4. Egy szamitégépes program a kovetkezoképpen miikodik:
Induléskor, a szamit6gép képernydjén a mellékelt dbra szerint 5 ablakocska jelenik meg és kéri a
felhaszndl6t, hogy az n,,n,,n,,n, ablakocskdk mindenikében irjon be egy-egy nemnulla valds

szdmot. —————
Az n,,n,,n;,n, valés szdmok beirdsa utdn, az 6tddik ablakocskdban a C 11 .1
IN ACEST MOMENT REZULTATUL SUMEI
. ) 1 1 1 gL, 1 1,1
program azonnal megjeleniti az § =—+—+—+— 0Osszeg értékét. RN
o Ny —

Tovabba a program a kovetkezoképpen miikodik:
Az egér mindenegyes egymdsutdni klikkelésére az n, , n,, n, , n, ablakocskdk koziill barmely

kettdben, ahol mondjuk, két a és b szdm jelenik meg, ezeket automatikusan kicseréli az

a+b+~\a’+b* és a+b—+a’ +b* szamokkal és az 6todik ablakocskdban megjeleniti az S Osszeg
Uj értékét.
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Igazoljuk, hogy:

a)Ha a-b#0 akkor a+b+~va>+b*> #0 és a+b—a*+b> #0;

b) Ha a-b #0 akkor ! + ! =1 !

a+b+a>+b> a+b-Ja+b a b’
c) Ha a felhasznal6, induldskor 4 szamot valaszt és a képernyOn az S =2011 Osszeg jelenik meg,

akkor a program futtatdsdnak barmely pillanatdban a képernyon megjelenitett S Osszeg mindvégig
2011 marad;

Ha a felhaszndld, induldskor a 8044, 8045, 8046 és 80474 szamokat vélasztja, akkor a program
futtatdsdnak barmely pillanatdban a négy megjelenitett szamok koziil egyik sem lesz 2011.

Megjegyzés: Munkaidé 3 6ra; Minden tétel kotelezd; Minden tétel pontozdsa 0-t6l 7 pontig terjed
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